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Рассматривается задача о распространении нелинейных волн на воде над неоднородным дном, характеризуемая
параметрами нелинейности α и дисперсии β. Получена система двух связанных эволюционных уравнений в слу-
чае малых одного порядка α ∼ β. Недетерминированность задачи о распаде солитона при распространении над
неоднородным дном следует из представленных в этой статье и полученных Перегрином и Гримшоу нелинейно-
дисперсионных аппроксимаций. Получены асимптотическим анализом эволюционные уравнения в случае донной
неоднородности, зависящей от времени. Исследуется влияние основания Винклера и более общего двухпараметри-
ческого основания Пастернака на распространение волн.
КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: распространение волн, нелинейно–дисперсионное приближение, донная неоднородность, по-
движное дно, упругое основание
Розглядається задача про поширення нелiнiйних хвиль на водi над неоднорiдним дном, яка характеризується па-
раметрами нелiнiйностi α та дисперсiї β. Одержано систему двох зв’язанних еволюцiйних рiвнянь у випадку малих
одного порядку α ∼ β. Недетермiнованiсть задачi про розпад солiтона при розповсюдженнi над неоднорiдним
дном випливає iз наведених у цiй статтi та одержаних Перегрiном i Грiмшоу нелiнiйно-дисперсiйних апроксимацiй.
Одержано асимптотичним аналiзом еволюцiйнi рiвняння у випадку донної неоднорiдностi, яка залежить вiд часу.
Дослiджується вплив основи Вiнклера i бiльш загальної двухпараметричної основи Пастернака на розповсюдження
хвиль.
КЛЮЧОВI СЛОВА: Ключовi слова: розповсюдження хвиль, нелiнiйно–дисперсiйне наближення, донна неоднорi-
днiсть, рухоме дно, пружна основа
The problem of nonlinear water waves propagation over the inhomogeneous bottom, characterized by the parameters
of nonlinearity α and dispersion β is considered. The system of two coupled evolution equations is obtained. Non-
determination of the problem on soliton disintegration at propagation over an inhomogeneous bottom follows from
presented in this paper and obtained by Peregrine and Grimshow nonlinear-dispersive approximations. Evolution equations
in the case of bottom inhomogeneity depending on time are obtained by asymptotic analysis. The effect of the Winkler’s
foundation and more general two-parametre Pasternak’s foundation on wave propagation is investigated.
KEY WORDS: wave propagation, nonlinear–dispersive approximation, bottom inhomogeneity, moving bottom, elastic bed
ВВЕДЕНИЕ
Проблема исследования влияния неоднородно-
сти донной поверхности на распространение уеди-
ненных волн всегда была и остается актуальной
[12, 16, 19]. Представляет интерес также пробле-
ма гашения поверхностных гравитационных волн
при их подходе к берегу – это, прежде всего, за-
топленные волноломы различной формы, которые
могут рассматриваться как донные неоднородно-
сти. Например, в работе [23] исследуются глубо-
ководные комбинированные волноломы и их эф-
фективность. В работе [22] проводится численное
моделирование волновых сил, действующих на по-
лукруглый волнолом в трех случаях: полностью
заглубленный волнолом, на уровне свободной по-
верхности и выступающий.
При выходе волн на мелкую воду сильно прояв-
ляются нелинейно–дисперсионные эффекты [19].
Большое влияние на распространение длинных
волн оказывает также податливость (упругость)
донной поверхности, которая может возбуждаться
во времени. Распространение уединенных волн
над неоднородным дном исследовали еще ранее
[15, 11].
Распространение нелинейных поверхностных
гравитационных волн над наклонным дном с ма-
лоамплитудными неровностями методом возмуще-
ний исследовали в [4]. Разложением потенциала
скоростей и отклонения свободной поверхности по
малому параметру крутизны на глубокой воде по-
лучены аналитические решения для гармониче-
ских волн первого и второго порядка. На осно-
ве полученных решений проведены расчеты для
плоского наклонного, выпуклого и вогнутого дна.
Показано удовлетворительное соответствие полу-
ченных теоретических результатов с известными
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экспериментальными данными.
Для исследования трехмерной задачи распро-
странения нелинейно-дисперсионных волн над не-
однородным возмущенным дном применялся ме-
тод степенных рядов, предложенный Коши и Пу-
ассоном [7, 17] и применяемый для построения мо-
делей распространения волн в пластинах и оболо-
чках, а затем и для построения моделей распро-
странения волн на воде конечной глубины [24]. Со-
гласно этому подходу, потенциал скоростей пред-
ставляется в виде степенного ряда по малой вер-
тикальной координате и в результате трехмерная
задача сводится к двумерной.
Распад солитонов рассматривался в работах
[2, 5, 18, 21]. Взаимодействие бора с медленно
меняющейся топографией приводит к генерации
последовательности изолированных солитонов [9].
Рассматривается распространение волнистого бо-
ра над пологим монотонным донным склоном,
связывающем две области постоянной глубины, в
рамках уравнения Кортевега-де Вриза с перемен-
ными коэффициентами. Показано, что, когда вол-
нистый бор распространяется из области большей
глубины в направлении уменьшающейся глубины,
его взаимодействие с медленно изменяющейся то-
пографией приводит к формированию последова-
тельности изолированных солитонов и расширяю-
щемуся модулированному волновому пакету перед
бором с амплитудой, большей, чем амплитуда ве-
дущей уединенной волны в волнистом боре.
В работе [21] экспериментально исследовался
переход нераспространяющихся солитонов в длин-
ном прямоугольном желобе (длина 39 см, ширина
2.45 см), заполненном водой (глубина 2 см), при
возбуждении вертикально гармоническим движе-
нием. При увеличении частоты солитоны разру-
шались, переходя в хаос.
В работе [13] рассматривается взаимодействие
слабо вязкой уединенной волны, фронтально на-
бегающей на покоящейся на дне горизонтальный
полукруглый цилиндр, на основе двухмерных чис-
ленных расчетов с высокой разрешающейся спосо-
бностью.
В работе [6] изучается численно взаимодействие
уединенных волн с берегами на основе модели
Буссинеска нелинейных уравнений мелкой воды,
включающих два ключевых параметра: коэффи-
циент донного трения и параметр разрушения
волн. Установлено хорошее соответствие между
численными предсказаниями трансформации уе-
диненных волн и наката на плоский берег и изме-
рениями, проведенными в лабораториях Америки
и Англии.
Представляет интерес исследование падения ре-
гулярных волн на береговой абсорбер. В этом
случае можно проанализировать эффект гашения
волн вычислением коэффициента отражения, сле-
дуя работе [14].
1. ПЕРЕМЕННЫЙ ДОННЫЙ РЕЛЬЕФ
Распространение волн, как известно, в большин-
стве случаев хорошо описывается моделью идеаль-
ной несжимаемой жидкости при ее потенциальном
движении. В результате определение векторного
поля сводится к скалярной задаче для потенциала
скоростей ϕ и отклонения свободной поверхности
η. Исходя из полной нелинейной постановки зада-
чи для жидкости переменной глубины с невозму-
щенной свободной поверхностью z = 0 в прямо-
угольной декартовой системе координат x, y, z,
рассматривается плоская задача, т. е. решения не
зависят от координаты y. Задача характеризуе-
тся тремя определяющими безразмерными пара-
метрами:
α = a/H0 , β = (H0/l)
2,
γ = tgθ = H0/l , Ur = α/β, (1)
где θ – угол донного отклонения; Ur – число
Урселла (производный параметр); H0 – глубина
(вертикальный масштаб); l – характерный гори-
зонтальный масштаб; a = |η|
max
– максимальное
отклонение свободной поверхности (амплитуда).
Безразмерные величины вводятся по формулам
x∗ =
x
l
, z∗ =
z
H0
, t∗ =
c0
l
t =
√
gH0
l
t,
ϕ∗ =
c0
gla
ϕ, η∗ =
η
a
. (2)
Начально-краевая задача формулируется с уче-
том (1) и (2) относительно двух искомых функций
ϕ и η следующим образом (далее звездочки опу-
щены):
βϕxx + ϕzz = 0 в области Ω, (3)
z = −H (x) : ϕz + βHxϕx = 0, (4)
z = αη : ηt + αηxϕx − β−1ϕz = 0,
η + ϕt + (α/2) ϕ
2
x + (α/2β) ϕ
2
z = 0, (5)
t = 0 : ϕ (x, z, t) = f1(x, z),
ϕt (x, z, t) = f2(x, z). (6)
Здесь введены три параметра масштабирования
H0, l, a, a не один (достаточный), что необходимо
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для данного асимптотического анализа. Это на-
ходится в соответствии с расширенным анализом
Хантли [10].
Для вывода эволюционных уравнений в жидко-
сти малой глубины применяется метод степенных
рядов, т. е. разложения искомых функций по ма-
лой толщинной координате (глубине), следуя ал-
горитму, развитому в теории упругих тел малой
толщины, начиная от Коши и Пуассона [7, 17].
Функция ϕ представляется в виде разложения
ϕ (x, z, t) =
∞∑
n=0
(z +H)
n
βnfn (x, t). (7)
Разложения (7) по параметру β и z+H эквивален-
тны, и из полностью нелинейной постановки (3)–
(6) с учетом (7) выведена асимптотическим мето-
дом после длинных выкладок система эволюцион-
ных уравнений [19]:
ηt + (hu)x = 0, (8)
ut + ηx + αuux =
= β
(
H3
3
uxx t +HHxux t +
H
2
Hxxut
)
+
+αβ
[
(η H)x uxt + H Hx u uxx +
2
3
η H uxxt +
(9)
+
H2
3
u uxxx − H
2
3
ux uxx +
H
2
Hxx ut+
+
3
2
H Hxx u ux +
H
2
Hxxx u
2 + ηxHx ut
]
+
+L1 + O(β
2),
где u (x, t) – осредненная по глубине про-
дольная скорость; L1 – оператор, учитываю-
щий нелинейности более высокого порядка, т.е.
O(α2β, α3β, α4β), h = H (x) + αη.
Система (8), (9) описывает распространение уе-
диненных волн при малых дисперсионных эффе-
ктах β << 1 по сравнению с нелинейными эффе-
ктами порядка α. Система эволюционных уравне-
ний (8), (9) описывает распространение нелиней-
ных волн при отсутствии течения.
В случае, когда параметр нелинейности α мал и
он такого же порядка, как параметр дисперсии β,
α ∼ β << 1, система уравнений (8), (9) сводится к
уравнениям
ht + (hu)x = 0, (10)
ut + ηx + αuux =
= β
(
H3
3
ux x t +HHxux t +
H
2
Hxxut
)
. (11)
В случае малых градиентов донной поверхности
уравнение (11) упрощается:
ut + ηx + αuux =
1
3
βH3uxxt. (12)
Применяемый подход может быть обобщен на слу-
чай наличия стационарного течения над искрив-
ленным дном, следуя работе [8].
Анализ обнаруживает, что полученное выше
приближение (10)–(12) и другие такого типа при-
ближения, (α ∼ β << 1), построенные, например,
в работах [9, 12 и 16], отличаются членами малого
порядка, т.е. отличаются по характеру асимпто-
тического приближения. Поэтому они не опреде-
ляют единственное решение распада солитона над
неоднородным дном. Аналогичная ситуация имеет
место и при построении уравнений теории оболо-
чек [1].
Основной интерес представляет анализ видов
неоднородностей донной поверхности, при кото-
рых возможен распад солитона. В постановке (3)–
(6) возможен только дальнейший численный ана-
лиз.
2. НЕОДНОРОДНОЕ ПОДВИЖНОЕ ДОН-
НОЕ ОСНОВАНИЕ
Особый интерес представляет задача воз-
буждения нелинейных волн донной поверхно-
стью. Рассматривается задача для идеальной
несжимаемой жидкости, что позволяет вве-
сти потенциал скоростей в декартовой систе-
ме координат x, y, z . Жидкость в невозму-
щенном состоянии занимает область Ω =
{(x, y, z) : −∞ < x, y <∞, x3 ∈ [0, −h0]} . Исхо-
дная задача распространения нелинейных волн на
воде над неоднородным движущимся дном фор-
мулируется для потенциала скорости ϕ (x, y, z, t)
в виде [3]
β∇2ϕ+ ϕz = 0 в Ω , (13)
ηt + α ~∇ϕ · ~∇η = 1
β
ϕz при z = α η , (14)
η + ϕt +
α
2 β
ϕ2z +
α
2
(~∇ϕ)2 = 0 при z = αη ,
(15)
γ(ξt + α ~∇ϕ · ~∇ξ) − α ~∇ϕ · ~∇h0 = α
β
ϕz
при z = −h0(x, y) + γ ξ(x, y, t), (16)
где ∇2 и ~∇ – горизонтальные операторы; ϕz ≡
∂ϕ/∂z, ηt ≡ ∂η/∂t, η – возвышение свободной
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поверхности; h0 – глубина воды; ξ – возмущение
донной поверхности.
Уравнения (13)–(16) записаны в безразмерной
форме в соответствии с формулами (звездочки
опущены)
(x∗, y∗) = (x, y)/ l, (z∗, h∗0) = (z, h0)/h0,
ξ∗ = ξ/ξ0, η
∗ = η/a,
ϕ∗ = ϕ
√
g h0/g l a, t
∗ = t
√
g h0/l,
где l и h0 – характерная длина и глубина; η и ξ0 –
амплитуды возмущения свободной поверхности и
дна соответственно. Cистема (13)–(16) характери-
зуется безразмерными параметрами: параметром
нелинейности α = a/h0, параметром дисперсии
β = (h0/l)
2 и параметром нестационарности по-
ложения дна γ = ξ0/h0.
Введем предположения теории длинных волн,
малой, но конечной амплитуды: α << 1, β << 1,
γ = O (α). Пренебрегая в (13)–(16) членами поряд-
ка O (α, β) по сравнению с членами O (1, α, β),
получаем:
∂2ϕ
∂z2
+ β∇2 = 0, (17)
β
∂2 ϕ
∂ t2
+
∂ ϕ
∂ z
= 0, η = −∂ ϕ
∂ t
при z = α η, (18)
β
[
∂ ξ
∂ t
− ⇀∇ϕ · ~∇h0
]
=
∂ ϕ
∂ z
, z = −h0 + γ ξ.
(19)
Величина ξ – в общем случае произвольная задан-
ная функция, но в случае упругого дна равна его
вертикальному перемещению uz.
Соотношения (13)–(16) можно использовать для
исследования слабонелинейных слабодисперсион-
ных волн поверхности жидкости переменной глу-
бины. Ограничиваясь в дальнейшем случаем по-
стоянной невозмущенной глубины H = 1, пред-
ставим функцию ϕ в виде степенного ряда
ϕ =
∞∑
n=0
ϕn(x, y, t) (z + 1)
n. (20)
После подстановки разложения (21) в (18)–(20)
получаем:
β∇2ϕn + (n + 1) (n+ 2)ϕn+2 = 0, (21)
∞∑
n=0
[
β
∂2ϕn
∂t2
+ (n+ 1)ϕn+1
]
(1 + αη)
n
= 0, (22)
∞∑
n=0
(n+ 1)ϕn+1 (γξ)
n
= β
∂ξ
∂t
n
. (23)
Таким образом, задача (17)–(19) сведена к беско-
нечной системе уравнений, которая включает в се-
бя и рекуррентные соотношения (21).
С учетом (21) уравнения (22) и (23) сводятся с
точностью до членов порядка O(α, β, γ) к эволю-
ционным уравнениям [20]
∂2 ϕ0
∂ t2
− c20(η, ξ)∇2 ϕ0−
− β
2
∂2∇2ϕ0
∂t2
+
β
6
∇4ϕ0 = ∂ F
∂ t
, (24)
F = −ξ − β ∂
2ξ
∂ t2
+
β
2
∇2ξ, η0 = − ∂ ϕ0
∂ t
,
c20(η, ξ) = 1 + αη0 − γ ξ. (25)
В случае отсутствия дисперсии в линейном при-
ближении мелкой воды α→ 0, β → 0, но перемен-
ной глубины, система (24)–(25) сводится к уравне-
нию
~∇ ·
(
h0 ~∇ η0
)
− ∂
2η0
∂ t2
= −∂
2ξ
∂ t2
. (26)
Как видно из уравнения (26), наличие подвижного
дна приводит к появлению силы возбуждения и
изменению скорости распространения c0.
В случае податливого дна для плоской задачи
при h0 = 1 уравнение (26) принимает вид
∂2η0
∂x2
− ∂
2η0
∂t2
= −∂
2ξ
∂t2
. (27)
Рассматриваемое упругоподатливое дно описыва-
ется законом
ξ =
1
µ
η0, (28)
где µ – постоянный модуль основания. Это самая
простая так называемая однопараметрическая мо-
дель (основание Винклера).
Подставляя (28) в (27), получаем:
∂2η0
∂x2
− 1
cˆ2
∂2η0
∂t2
= 0, (29)
где
cˆ =
√
µ/µ− 1. (30)
Из (30) следует, что при µ ≤ 1 решение не су-
ществует. Следовательно, значение µ изменяется
в интервале
1 < µ <∞. (31)
При µ → ∞ величина w = 0 и cˆ = 1 = c∗sh, что
соответствует жесткому дну. При условии µ → 1
имеем η = w, что соответствует резонансному по-
ведению. Приближая величину µ от ∞ к 1, при-
ходим к увеличению скорости распространения cˆ.
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Как следует из вышесказанного, учет податли-
вости дна приводит к увеличению скорости рас-
пространения cˆ. Оценки для реальных упругих
свойств дна показывают, что скорость волны на
мелкой воде может возрастать до 20%.
В случае более общей двухпараметрической мо-
дели (основание Пастернака)
η0 = µξ −G∂
2ξ
∂x2
(32)
для фазовой скорости получаем выражение
cp =
[
1 +
G
µ
(
2pi
λ
)2]1/2 [
1− 1
µ
+
G
µ
(
2pi
λ
)2]−1/2
.
(33)
Скорость cˆ (30) получается из (33) как предельный
случай, когда G → 0 или когда длина волны λ →
∞.
ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Представлены нелинейно–дисперсионные эво-
люционные уравнения распространения волн над
переменным рельефом. Уравнения учитывают
дисперсионные эффекты – параметр β, и нелиней-
ные эффекты – параметр α, которые предполага-
ются малыми одного порядка α ∼ β  1. Выведе-
ны уравнения, учитывающие неоднородность дон-
ного основания. Показано влияние податливости
основания, приводящее к уменьшению скорости
распространения волн при наличии винклерового
основания.
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